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/ Cap 7 - Lavoro ed energia \

Abbiamo visto come applicare le leggi della di-
namica in varie situazioni. Spesso pero 1’ana-
lisi del moto spesso risulta complicata. Esiste
un approccio alternivo all’analisi del moto che
si realizza introducendo i concetti di lavoro ed

energia.

7.3 - Lavoro di una forza costante

Il lavoro svolto da una forza F e definito dal se-
guente prodotto scalare:

L= (W)=F.§= Fscost = (Fcost)s = Fgs
ovvero il lavoro e pari al prodotto della com-
ponente della forza nella direzione dello sposta-
mento, moltiplicato per lo spostamento stesso.
Dalla definizione se una forza e perpendicolare

allo spostamento il lavoro risulta nullo.
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Gale definizione comporta che il lavoro ha un sb
gno:

se 'angolo 6 tra la forza e lo spostamento ¢

0 < 90° il lavoro e positivo altrimenti sara ne-
gativo; in quest’ultimo caso la componente della,
forza nella direzione dello spostamento e di con-
seguenza opposto allo spostamento stesso.

Unita di misura: per il lavoro si usa il Joule e 1

Joule = 1 Newton - 1m ed e la stessa unita di

misura dell’energia.

7.6 Lavoro compiuto da forze
variabili

Estendiamo la definizione usando gli integrali:
L = f;’;f F,dx ¢ il lavoro compiuto in uno spo-
stamento sull’asse x.

In generale per una forza ed uno spostamento
con qualunque direzione si ottiene che se la for-
za & F = Fi+ ij + le% per calcolare il lavoro
dobbiamo prima considerare lo spostamento in-

finitesimo ds = dx i+ dy j—l— dz k di conseguenza

\il lavoro infinitesimo & /
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/dL = F.ds = Fpdr + Fydy + F.dz. Possiamo\
ricondurre il caso generico ad una somma di 3
integrali:

L=["dL= [["Fudx+ [*"Fydy+ [ F,dz

(ri = xii + 'yij +zk et = xi+ ij + z¢k sono i
vettori posizione iniziale e finale)

Vediamo alcune applicazioni:

(7.5) Lavoro svolto da una molla

Le molle seguono la legge di Hooke F=-kx che
descrive ad esempio il caso di una molla che si
puo muovere lungo ’asse x. Il lavoro necessario a
spostare una molla dalla sua posizione di riposo

(che assumiamo essere x=0) ¢

L= faif(—kx)da: = —Lka?|y] = —%k(az?c — x?)
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/ 7.3 - Teorema del lavoro e \

dell’energia cinetica

Definiamo come Energia Cinetica la forma di
energia connessa allo stato di moto di un corpo e

2

si definisce come K = (Ejy) = 3mv? e si misura

anch’essa in Joule.

Il teorema stabilisce che L = AK = Ky — K;
ovvero che il lavoro compiuto da una forza com-
porta una variazione di energia cinetica. Questa
espressione permette di definire anche 1’energia
(in generale) come la capacita di un corpo a com-
piere un lavoro.

Dimostrazione: 1°caso Forza costante
consideriamo F \\ s allora il lavoro ¢ L=Fs dal-
la 2% Legge della dinamica si ha F=ma = L =

m-a-S

s:vit+%at2 N S = ... N

vy =v; + at t= =

\_ /




N.Giglietto A.A. 2005/06-
dell’energia cinetica -

7.3 - Teorema del lavoro e

~

s = v; Uf l ¢i(vf
=
t =
2 2
’UZ"Uf—’U,L-Q Uf—l—?}z- —2’()@"0]0
S = +
a 2a
2UV;v —21}?—1—1}24—’0?—2%1}
s = ! o L = s= Qum—
a
di in questo caso si ottiene: L = m-a-s =
(Uf U) 1 2
ma —%a (mvf mu; ) Ekf Ekz AEk

Pertanto abbiamo dimostrato nel primo caso il
teorema, che stabilisce che ’energia cinetica au-
menta se il lavoro € positivo o diminuisce se il
lavoro € negativo.

In altre parole possiamo anche dire che ’energia
cinetica e pari al lavoro necessario a fermare un

corpo di massa m in moto con velocita v.
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/ 7.6-teor. lavoro-en.cinetica per \
forze variabili

Il secondo caso della dimostrazione ¢ quello piu
generico nel quale la forza e variabile. La defi-
nizione generale del lavoro ¢&: L = f;f F(x)dx e
F=ma=

L= f;f madx

esplicitiamo la funzione integranda: madxr =
m%dw = d’“ dmd:{: = mvg—gdaz = muodv aven-
do usato le regole di derivazione delle funzioni
composte. Quindi si ottiene
L:fx_fF( da:—f "mudv = tmo?|,

L = lmv? — %mv = AEy = AK

Uf
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/ 7.6 Lavoro svolto da una generica\
forza in 3d

Concludiamo questa parte di teoria verificando
la validita del teorema anche nel caso di forza
qualunque con direzione generica: il lavoro in-
finitesimo scritto in termini delle componenti:
dL = F -ds = Fydz + F,dy + F,dz per cul il
lavoro totale e

L= [ Fds= [ Fpdo+[" Fydy+ [ F.d
e per ognuna delle componenti valgono i teoremi

dimostrati prima.
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/ 7.7 Potenza \

Definiamo come Potenza la rapidita con la qua-

le viene sviluppato un lavoro nel tempo ovvero
in termini matematici:

P =< P >= &t (Potenza media)

P = 4L (Potenza istantanea)

La potenza si misura in Watt (W): 1W=1J/1s
Dalla stessa definizione e possibile dare una unita
di misura alternativa per l’energia: L =< P >
At = Watt x secondi = Joule (energia) ad
esempio:

1 wattora (1 watt - 1 hr) =1 W - 3600 s= 3600 J
e analogamente per i multipli.

Legame Potenza-Forza
P:%:%(ﬁ-d;):ﬁ-%:ﬁ-V(perF
costante)
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/ Esercizio \

Una cassa di M=15 Kg e trascinata in

salita su una piano rampa liscia a velo-
cita costante, per una distanza d= 5.7 m
e fino ad una altezza h=2.5 m rispetto
al punto di partenza, ed infine si arresta.
Calcolare:

1. il lavoro svolto dalla forza peso;

2. 1l lavoro della tensione T della fune
usata.

Soluzione: la forza peso e costante quindi il la-
voro & dato da L = P - d = mgcos(90° + 6)d =
—mgsinfd e 6 e l'inclinazione della rampa ri-
spetto all’orizzonte data anche da sinf = % quin-
di L = —mgd% = —15K¢9.8m/s* - 2.bm =
—368J

2) La tensione della fune T non e nota quin-
di non possiamo sapere se € una forza costante a
meno che non risolviamo la dinamica del sistema,
(quindi fare il bilancio delle forze ecc.) Tuttavia
Qossiamo usare il teorema del lavoro e dell’enely
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Kgia nella forma generica e applicata a tutte lc\
forze agenti:

L = AF; = 0 perche il corpo parte da fermo e
si ferma alla fine.
L=[(P+T+N)-ds=Lp+Ly+Ly

Il primo termine e gia noto, N e la reazione nor-
male del piano che essendo normale e perpendi-
colare allo spostamento che & parallelo al piano.
Quindi Ly = 0 ed in definitiva Lp + L =0 =
Lt = —-Lp = +368J
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/ Problema 7.8 \

Un blocco di massa M=0.4 Kg scivola,

con velocita costante v=0.5 m/s, su un
piano orizzontale privo di attrito. Il bloc-
co si arresta comprimendo una molla col-
locata sul suo percorso. Se la costante ela-
stica € k=750 N/m di quanto viene com-
pressa la molla?

Il lavoro per comprimere una molla e

L= [ F(x)de = [} (—kz)dx = —k(a} —z7)

e nel nostro caso x; = 0 e la posizione a riposo
della molla e x ¢ ¢ la posizione finale ignota. Ap-
plichiamo il teorema L = AK = —%kxfc e per
’'en. cinetica AE), = %(MUJ% — Mv?). La velo-
cita finale vy = 0 quindi —%kx? = —tMv? da
2

- 2 _ My _ M,
Cul x5 = —+ = Tf = v, = L.2em.

\_ /
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/ Problema 7.17 \

Un elicottero recupera un uomo di massa M=72Kg,

sollevandolo di 15 m, con una accelerazione pari
a 0.1g. Calcolare il lavoro fatto sull’uomo:

a) dall’elicottero;
b) dalla forza peso;

c) la velocita e ’energia cinetica dell'uomo un

attimo prima di entrare nell’elicottero.
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/ Esercizio \

Un blocco di massa M é tirato da fermo

da una forza F. Considerando che M=6Kg
e F=12N, calcolare la velocita del blocco
dopo aver percorso un tratto di s=3m, sia
nel caso del piano liscio che il caso del pia-
no scabro, con ug = 0.15.

Nel caso il piano sia liscio e senza attrito possia-
mo utilizzare il teor. lavoro-en.cinetica dal mo-
mento che si vuole sapere solo la velocita finale
(cambiava totalmente la risoluzione se si voleva
conoscere il tempo impiegato):

il lavoro complessivo & L = (F+ N + P)-§ma N
e Psono L a3 quindi risultera L = F's = AE}
e poiché v; = 0 allora si ha Fs = ;Mv3 da
cui ricaviamo v§ = 20 = 2123
vy =+12m/s = 3.5m/s

m?/s? per cui

\_ /

13




N.Giglietto A.A. 2005/06- Esercizio - 14

K\T el secondo caso agisce anche la forza di attri’b
che risulta essere costante e pari a F, = ugN =
uaMg ed il lavoro totale € L = (F — F,)s =
Fs — ugNs = Fs — uqMgs con il segno meno
che nasce dal fatto che la forza di attrito ha ver-
so opposto allo spostamento.

In realta tutte le forze di attrito producono
lavori negativi in quanto oppongono resistenza
al moto e tendono a ridurre 1’energia cineti-
ca.

Facciamo 1 conti: F,, = 0.15-6 - 9.8 N = 8.82N
quindi L = (F—F,)s = (12—8.82)-3J = AE} =

v = 2(F;4Fa)s = 3.18m?*/s* = vy = 1.8m/s
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